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I INTRODUCTION

Plusieurs ouvrages de Résistance des Matériaux trai-
tent du calcul des arcs. Parmi les références classiques:
Timoshenko [12], Courbon [4]. Darkov [6] résument les
méthodes utilisées par les différentes écoles dans le
monde.

Timoshenko et Darkov utilisent principalement les
théoremes de Castigliano pour la formulation des équa-
tions donnant les déplacements et efforts. Tandis que
Courbon utilise plutét les formules de Bresse pour poser
ces dites équations.

En ce qui concerne la résolution de ces équations
pour certains types de probléemes. il s'est avéré que tous
les auteurs recommandent l'utilisation des méthodes
numériques pour leur traitement.

De plus, les équations proposées sont formulées a par-
tir d'hypothéses simplificatrices qui sont variables d'un
auteur & un autre.

Il s'agit principalement de la prise en compte ou non
de leffet de l'effort normal et/ou de I'effort tranchant
dans I'énergie de déformation en fonction des valeurs des
caractéristiques géométriques de la construction (surbais-
sement-élancement).

Pour les poutres droites, la question est définitive-
ment tranchée. En effet. il est communément admis de
négliger l'effet de l'effort tranchant dans les structures
dont le rapport (h/f) (hauteur de la section transversale
rapportée 2 la longueur de la poutre) est supérieur au
quinziéme environ (h/& > 1/15).
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Par ailleurs, dans une analyse linéaire, l'effer de
l'effort normal est généralement négligé. 11 n'en est pas
de méme pour les stuctures & géométrie courbe, ol inter-
vient l'effet de la courbure.

Courbon, par exemple, admet que le rapport EQ/GEY
(E et G étant respectivement le module d'élasticité et le
module au cisaillement : Q et Q' respectivement la section
transversale et la section réduite) peut étre égal a l'unité eu
égard & :

 la valeur faible de I'effort tranchant dans un arc,

o la hauteur de la section rapportée a la longueur de
l'arc étant de 'ordre du cinquantieme (1/50) donne
une prépondérance a la flexion.

Darkov qualific de "surbaissé" un arc dont le rapport
fleche 2 la clef rapportée a la longueur de la travée est
inférieur au huitieme (f/£ < 1/8) et considére I'effort nor-
mal constant dans l'arc.

De méme qu'il admet pour ce méme type darc que
I'élément différentiel curviligne "ds" peut étre assimilé a
sa projection horizontale "dx".

Pour le calcul des déplacements dans les arcs dont le
rapport fleche a la clef sur une longueur de l'arc est
supérieur au cinquieme (f/Z > 1/5). il néglige les effets de
I'effort normal et de I'effort tranchant.

Dans le calcul des arcs a faible courbure, Timoshenko
estime obtenir une approximation satisfaisante en admet-
tant que la compression dans l'arc est égale & la poussée.
De plus, il néglige l'influence du raccourcissement de la
ligne moyenne de l'arc sous l'action de la compression lon-
gitudinale dans le calcul des déplacements.



N'avant pas pu conclure sur la généralité et la cohé-
rence de ces hypothéses, il a été retenu pour ce travail de
mener une étude systématique de la résolution de ces
problemes par une méthode numérique, qui a aboutit a
une procédure de construction d'abaques pouvant étre mis
a la disposition de l'ingénieur pour la résolution de cons-
truction en arc (poutre en arc, cintres de tunnel, etc...).

Pour cela, le programme STAP [2] (programme
d'analyse lin¢aire par éléments finis) a été choisi comme
support et les dilférentes matrices de rigidité d'un élé-
ment d'arc  ont €€ formulées pour étre introduites dans
ce dernier.

2 ARC ELASTIQUE : THEORIE GENERALE

Larc est un ¢lément structural fondamental au sens ol
on l'entend quand on parle de poutre. plaque, coque, elc...

Dans l'analyse de ce type de stuctures, on s'intéresse
fondamentalement aux :

o déplacements et par suite aux déformations,
o cfforts internes M. N et T et aux contraintes produi-

tes.

La figure 2.1 montre un arc, doublement articulé : p
désignant le rayon de courbure de I'élément infinitésimal
"ds" repéré par exemple par rapport i la vérticale par
l'angle .

On désignera par (f) la fleche a la clef de l'arc et
par (L) la longueur de l'arc : tandis que ({) désignera la
longueur de la corde.

On rapportera dans ce qui suit la théorie des poutres
courbes  dites "hautes” developpée originalement par
Winkler (1858) [3] avec certains développements et par-
fois simplifications dus a divers auteurs.

On remarquera que les équations pour les efforts sont
similaires & celles bien connues des poutres droites avec
des termes additionnels dus a la courbure.

Par contre pour les déformations, les équations habi-
tuelles des poutres droites sont incapables de décrire par-
faitement ce milieu curviligne. Aussi, une étude plus
détaillée est nécéssaire pour Etablir les relations fonda-
mentales qui prennent en compte la courbure de
I'élément.

2.1 Etude de la déformation

Soit donc un élément d'arc soumis a des charges exié-
rieures [3]. 1l est & noter que la section courante de
I'élément possede un plan de symétrie qui contient les
charges appliquées. On  adoptera ainsi 'hypothése com-
munément admise d'un état de contrainte et de déforma-
tion considére plan.

On supposera également I'hypothése de Navier véri-

fiée & savoir qu'une section plane demeure plane apreés
déformation.

as

Figure 2.2 : Déformation d'une section d'arc

Figure 2.1 : Arc a deux articulations

N

Dans la figure 2.2 la longueur de l'arc original AB
est donnée par :

Vi,

AB = (p + 7) du

Apres déformation et considérant la plangité de la
.s,cglion qui tourne autour du point 0, l'arc AB devient
AC et sa longueur est donnée par :

o

AC = (p + z)do + (p + zMAds / p) - (z + ¢) Ado

"

La déformation longitudinale. fonction de la cote "z"

est donnée par :
N TN ~
e=[AC-AB]/AB
€=[(p+2) Ads /p - (z+e) Adat ] / (pt+2)da
Soit

€ = (Ads / pda) - [(# + ¢) Ada / (p+ 2) do] (2.1
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2 Interprétation en déplacement

I'expression (2.1) doit étre interprétée en fonction de
) et (w) ; respectivement déplacement tangentiel et
dial de la ligne moyenne. Pour cela on utilisera la figu-

(2.3) laquelle, pour des besoins de clarté, schématise
s déplacements a grande échelle. Cependant on rappelle
1e les hypothéses de la théorie des petites déformations

des petits déplacements sont celles retenues dans ce
veloppement.

Avant de commencer lanalyse, et eu égard a
wypothése sus-mentionnée on négligera les ordres supé-
surs. Ainsi les expressions intervenant dans le calcul
fcrivent :

(p+w)2zp2

L/i(p+z)y=1/p - 2/p> + 22/p+ ..
=]/p = L/p,‘

c/(p+rz)y=e/p-cz/p>+ e /pi+ ..
= c/p

Figure 2.3 : Déplacement d'un ¢lément d'arc

Le changement de courbure sera donné par :

K:l/pl i l/p

Dans un systtme de coordonnées polaires (r , o)
rayon de courbure est donné par :

132 ' "
p=Ir +r2” [ (2 - " +21r'2)
Le rayon de courbure aprés déformation s'éerit :

p=p-dp+w+u(Ac)=p+w

gere EQUIPEMENT

Soit, compte tenu de I'hypothése des petites deforma-
tions :

Lip,=l(p+wr = (p+ww']/(p+wp
=1/(p+w) - W'/ (p+ w)

Le changement de courbure sera donné par :

K=-dw/p2doz — w/p?
K=—-dw/ds2 — w/p? (2.2)
Toujours d'apres la figure 2.3 on remarquera que :
do + Ads/p + Ado. = [ds + Ads]/p,
K = Ada / (ds + Ads) (2.3)
Sachant que :

Ads = (p + w) dot + du - pdo

Ads = wdo. + du
on peut écrire :

Ads / ds = (wda / pda) + (du / ds)
= (du / ds) + (w / p) (2.4)

En remplacant (2.2) : (2.3) et (2.4) dans (2.1) on
obtient :

(S =du/ds+w/p+[(z+e)/(p+z)]
[pdew / ds? + w /p] [1 + (Ads / ds)] (2.5)

A ce niveau, et pour simplifier I'expression (2.5), plu-
sieurs hypotheses sont disponibles selon les auteurs.

Ainsi Timoshenko [12] [13]. considérant que (e) est

suffisamment  petit pour les sections courantes et en
négligeant  Ads/ds  devant l'unité, donne l'expression
suivante :

€=du/ds+w/p-[z/(p+2]
[pdew 7 ds2 + w /p] @5

La variante proposée par Langhaar [9] néglige le

terme (w /p?) devant  (d2w / ds?) soit :

E=du/ds+w/p-zpdw/(p+z)ds (2.7)



Quant A Petyt et Fleicher [9] en adoptant la théorie
des coques de révolution de Fliigge [7] au probleme de
poutres courbes utilisent :

e=du/ds +w/(p+2)-[z/p+2]
[pdew / ds2 + udp / pds] (2.8)

Cependant I'expression la plus usitée (Dawe [5] -
Ashwell [1] - Prathaps [10] - Tessler [11]...) retient
d'abord une transformation du fait de l'inextension de la
fibre neutre sous l'effet de la flexion seulement et néglige
z devant p.

En effet, si on désigne par €y, la déformation longitu-
dinale de la fibre moyenne (z=0) sous l'effet de la fléxion
seulement :

En=du/ds +w/p =0 soit  w/p =-du/ds

On obtient pour l'expression de €(z) :

€(z) =du /ds + w/p -z [d*w/ds? -du /pds] (2.9)

2. 3 Energie de déformation

On développera ci-aprés les relations de la poutre
courbe [4] [3] dans laquelle on prend en compte dans
I'énergie de déformation l'effet de membrane et de
flexion (M et N).

Les expressions pour la poutre dite de Bernoulli, pre-
nant en compte dans I'énergie de déformation l'effet de
flexion seulement, seront déduites facilement par simpli-
fication des termes correspondants.

On rappelle que dans la poutre dite de Timoshenko
[12], on prend en compte en plus l'effet du cisaillement

dans I'énergie de déformation.

La relation (2.2) devient, compte tenu de ce qui a été
exposé dans le paragraphe précédent :

K=-dw/ds? -w/p?
K=-dw/ds® + du/pds
On peut donc décomposer la déformation en :

€=du/ds +w/p

déformation longitudinale sous l'effet de 1'éffort normal
et:

k=-d>w/ds + du/pds

variation de courbure sous I'effet du moment de flexion
soit :

€(2) =€, -2zx (2.10)
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L'énergie de déformation s'écrit :

N o= Iv(l/2) [E (g, - zx)*] dv

Si l'on sait que :

Q= .[“dn ;1= lel da et L)zdn =0

On obtient:
¢ 5 { 5

om =] EQ &, ds + | 1 s (2.11)
0 0

L'expression (2.11) est établic pour la poutre courbe
dans laquelle on néglige la variation de p selon la cote
"z", estimant que la hauteur de la poutre est suffisam-
ment petite pour le faire.

Cette hypothése peut s'exprimer aussi d'une autre
maniére : on néglige z devant p quand la courbure es
suffisamment petite.

En fait, cette condition s'établit sur le rapport h /¢
(h : désignant la hauteur de la poutre) qui devra étre suf-
fisamment grand pour accepter I'hypothése.

Par la suite, dans les calculs numériques, les condi
tions sur ce rapport seront examinées.

Dans le cadre de cette hypothese, on peut expri
mer en fonction des efforts internes (M) et (N). sachan
que :

N=EQg, e M=Elx

2n = r(NZ /EQ)ds + Il(M2 ¢/ El) ds (2.12)
0 0

V¥ Théorie de Winkler

Cette théorie [3] suppose que la poutre est relative
ment haute ou que la courbure est assez grande pour ni

plus négliger "z" devant p.

Il est & rappeler que les déformations de cisaillemen
ne sont pas prises en compte malgré la hauteur de L

poutre.

La déformation s'écrit :

€E@=du/ds + w/(p+2)-[z/(p+2)]
[pdaw / ds? + w 7 (p+2)]

Avant d'évaluer I'énergie de déformation, on établir;
d'abord certaines relations relatives 2 la géométrie de I
poutre : relations utilisables dans l'expression de I'énergi
de déformation.

On définira le nombre adimentionnel suivant :

z=-0 1] [2/(p+2]da (213,

Algerie EQUIPEMENT



Le développement limité, précédemment mentionné,
permet d'établir les relations suivantes pour Z :

L [p/(p+2]de =Q1+2) (2.14)

IQ [z2/(p+2]da =pQz (2.15)

On remarquera que le calcul de Z peut se faire selon
le développement de z / (p + z)

En effet :

z/(p+z) =z/p - 2/p2 + 2/ p

Si l'on retient les deux termes du développement on
obtient :

Qz=-] 12/pa+ ] 22/ p1da=1/p2

Par contre, si l'on retient les trois termes du dévelop-
pement :

QZ=1/p -Iuns/psldn

Dans ce cas et pour une section rectangulaire de lar-
geur constante 'b' on a :

Z=(1/12)[h/p)2

Pour établir les relations contraintes-déformations, on
reprendra l'expression (2.1) dans laquelle. on posera pour
une section donnée :

K, = Ads / da et Ky= Ado /do
Pour obtenir :
=K, (1/p)-K; (z+e)/(p+2)
6=E [K,/p -Kiz+e)/(p+2)]

Le moment de flexion sera donné par :

M=,[uczd(z
=EK,/p) ], zda-BK [,z 2+ &)/ (p+2) da

On peut donc retrouver :
K; =M /EZQ (e - p) (2.16)

On remarquera que si la section est soumise a la
flexion seulement, la contrainte normale est donnée par

[4]13]:
C =-M(z+e)/ZQ®-p)(p+2)
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On voit bien que la répartition des contraintes ncst
plus linéaire comme dans le cas des poutres droites; il
s'agit plutdt d'une répartition hyperbolique :

QU

Figure 2.4 : Répartition des contraintes dans une section

Si (e) est suffisamment petit, et en négligeant (z)
devant p : on retrouve la relation bien connue

d'équarissage :
O=Mz /QZp? =Mz /1

L'équilibre de la section conduit a :

N =IQGdu

=EQK, /p-EK; [QZp-e) -eQ/p] (217

On peut ainsi tirer une relation” donnant K, pour
déduire :

G=N/Q+[M/pQ] [I +e/Zie - p)]

- M/ QZ (e- p) (2.18)

L'expression (18) donne la contrainte a une cote (z)
dans une section définie par ses caractéristiques géometri-
ques (section-rayon de courbure de la ligne moyenne) et
le nombre adimensionnel Z.

Dans le cas ou l'on retient : [ = ZQp?

O=N/Q+ M/pQ + Mep /I(e- p)

-Mp2/1(e - p) (2.19)

Si I'on néglige (e) devant p ; on obtient :
C=N/Q + M/pQ+Me/T - Mp/I  (2.20)
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3 SOLUTION ANALYTIQUE EN DEPLACEMENT
ET EFFORT

Le chapitre précédent traite des relations différentiel-
les pour les arcs ainsi que des différentes expressions de
I'énergie de déformation pouvant étre utilisées dans le
cas des poutres courbes épaisses ou minces.

WL

Figure 3.1 : Arc et éléments de réduction

On développera les solutions pour un arc circulaire
de rayon (R) sous-tendant un angle 20 , successivement
pour les cas de charge suivants :

+ Charge ponctuelle a la clef (P)
¢ Charge uniforme horizontale (p)

+ Charge uniforme radiale (q)

L'arc est encastré a ses extrémités, mais les solutions
développées demeurent valables pour d'autres types de
conditions limites avec les réaménagements nécessaires.

Le développement de ces solutions a un double
objectif :

a) Etablir une solution exacte qui puisse servir de
solution de comparaison dans la vérification de la formu-
lation et surtout de la programmation des matrices de
rigidité qui seront développées par la suite pour étre
introduites dans le programme STAP.

b) Orienter les solutions numériques dans la recher-
che de formes compactes utilisables dans les calculs cou-

rants avec des techniques simples et efficaces.

On se rapelle les expressions donnant la déformation
longitudinale et la variation de courbures :

g=du/ds + w/R

K=-dw /ds? 4+ du/Rds
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En utilisant les relations contraintes-déformations et la
relation zR? =1, on retrouve :

d*w / d62 + w = (R2 / EI) [M + ZNR] (3.1)

3.1 Solution en déplacement
a)- Charge ponctuelle a la clef

Le probléme posé étant symétrique (symétrie géomé-
trique et mécanique ainsi que pour les conditions de liai-
sons et de charge), on s'intéressera a la section a la clef
de l'arc pour déterminer les inconnues hyperstatiques No
et Mo, respectivement effort normal et moment de
flexion.

On notera que l'effort tranchant au niveau de cette
section située sur l'axe de symétrie est nul.

Les efforts internes au niveau d'une section définie
par l'angle O :

M =M, - (PR/2)sin6 + N, R (1 - cosB)
= . N0 cosB - (P / 2) sinf

L'équation différentielle de la déformée s'écrit :

(d2w / d62) + w = (R? / EI) [M + N R cos® (Z - 1)
+ (PR /2) sin 8 (Z - 1] (3.2)

La solution générale de (3.2) s'écrit sous la forme :

w = AcosB + A, sin@ + B,6 cosb + B,0 sinb + I’
(3.3)

La détermination des constantes se fait par substitu-
tion et en appliquant les conditions limites :

en posant :

M, =BPR N, =vP et A=Z-1

Elw /PR? = EIA ;cos O /PR3 + Asin0/4
-ABsinB/4 +yABsinO/2 +y+PB
(3.4a)

EIAsin &/ PR = A sina [ (@ /4) + (y/2)]

+yAacosa/2 (3.4b)

La solution (3.4) devient solution dite de
Bemoulli lorsque l'on ne prend en compte que la flexion
(Z=0).
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b)- Charge uniforme horizontale
Dans ce cas :
M= M0+ Ny R ( - cosB) - gR2sin20 /2
N =N, cos8 + gR sinf
La solution générale est de la forme :

w = A cosB + A, sinb + B0 cosd + B,0 sinb
+Ccos20 + T (3.5)

En appliquant les conditions limites, on obtient la
solution particuliére :

Elw / qR' = EIA,| cos8 / qR' - 76 cosf / 2
+Y(Z+1)0sin@ /2 -cos20 /12
-1/4 +y+ B (3.6a)

EIA, sino /qR =-sino[aZ/2 +y(Z+)/2]
+cosalay(Z+1)/2 - Z/2]
+ sin2et / 6 (3.6b)

Dans les expressions (3.6) y et B sont définis par :
M, = BgR? et Ny= YqR
¢)- Charge uniforme radiale

Dans ce cas :

N = N0 cos 6+ qRO sin(0 / 2)

M =M, + Ny R (I - cosB) - qR2 8 sin(8 / 2)

La solution générale est donnée par :

w = A, cos® + A, sin6 + B, 8sin 8 + B, cos8
+CHOcos®/2)+ (3.7)

L'application des conditions particulicres donne la
solution :

Elw / qR4 = EIA| cos8 / qR‘ + Y 6cosB /2
+@4/3)(1-2)[0cos(®2)] +y+ P

(3.8a)
EIA, sinoz/qR4 =ycosa/2 - aysino/2
+(@4/3)(1-2) [cos (at/2)
- (1/2) asin (o /2)]
(3.8b)

Les expressions de yet B sont les mémes que celles
du cas de charge précédent.
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Il est a noter que l'on a développé dans les expres-
sions (3.5) , (3.6) et (3.8) les solutions dans les trois cas
de charge considérés pour le déplacement radial (w).

En ce qui concerne le déplacement longitudinal (U), il
pourra étre facilement obtenu a partir des relations précé-
dentes, sachant que :

du/ds =N/EQ - w/R 3.9)

Les expressions de (N) et de (w) étant & chaque fois
connues pour chaque cas de charge, l'intégration de (3.9)
se fait sans difficulté particuliére.

Enfin, il reste & déterminer les inconnues hyperstati-
ques M, et N,

3.2 Détermination des inconnues hyperstatiques

Il est connu qu'en utilisant la méthode des forces pour
déterminer les inconnues hyperstatiques, on obtient le
systéme d'équations suivant :

[aij] ‘le * |bip} =0

avec, dans le cas ou l'on retient la contribution de l'effort
normal et du moment de flexion dans I'énergie de défor-
mation :

14 o

a = J, (AR /ED as + f; &,/ EQ) ds
on )

bip = J, M,/ B1) ds + [, NN,/ EQ) ds

Mi et Mj , représentent le moment de flexion dans l'arc
isostatique fondamental quand l'inconnue hyperstatique
X, ou Xj est égale a l'unité.

R, et Nj , représentent l'effort normal dans l'arc isostati-
que fondamental quand l'inconnue hyperstatique X, ol Xj
est égale a l'unité.

Mp et N, représentant respectivement le moment de
flexion et I'effort normal dans l'arc isostatique fondamen-
tal chargé par le cas de charge considéré.

On peut donc déterminer pour une structure donnée la
matrice [au] et le vecteur (bij) sera déterminé pour cha-
que cas de charge particulier.

Dans le cas considéré, les deux inconnues hyperstati-
ques au niveau de la clef de l'arc sont respectivement le
moment de flexion X, et I'effort normal X, . Le syst¢me

‘écrit :
s'écri (/ By 8y 2\\ // X\ ) blp\\
( g X) + = (

| 1
\"‘21 223/ \ Mg \bzp‘J



En se référant & la figurc 3.1 on a:
Pour X, = 1 :K-dl:l et N =0

Pour X2=1:F/lz=R(l - cosf) et _2=cose
a, =] RdO/El =Ra/El
a;, = [/ R( - cos®) / ET) Rd6 = [R* / E] [t - sin @)

ay, = [[' [RX(1 - cos®)? /EI] RdO + [cos6 / EQ] Rd0

a,, = (R* ED)[(@ - 2sinc) + (Z + 1)(0/2 + sin2a/4)]

a)- Charge ponctuelle a la clef

Le vecteur charge se calcule par :

blp = I: - (PR sin® / 2EI) Rd8 = [PR2(cosa. - 1)] / 2EI

by = [0 - (PR sin 6/ 2ED) R (1 - cos0) Rd0 +
+ [ (P 1 2EQ) 5ind cosd RdS

by, = qR*[-0,25(ct - 0,5sin’ax) + (Z + 0,5)sin’0/3)] / EI

b)- Charge uniforme

Dans le cas d'une charge horizontale uniformément
répartie, le vecteur charge s'écrit :

By = L - (qR? / 2EI) sin?8 Rd®
=-[qR3 (@ /2 - sin2a / 4)]/ 2E1

by, = [ - @Re 7 2ED) sin®0 R (1 - cos6) Rd +

+ ] (gR sin6 / EQ) cos0 Rd0

by = [qRY(- 0.25(a-sin20/2) + (Z + 0.5) sin0/3)] / El

¢)- Charge radiale

Dans le cas d'une charge uniforme radiale le vecteur
charge s'écrit :

by = [ (pR2 1 ED)O sin(8 / 2) RdB
= (pR* / El) [20: cos(a / 2) - 4 sin(ex / 2)]
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by = .L - (pR? / EI) @ sin(8 / 2) R ( 1 - cosB) RO +
+ [~ (pR / EQ) 0 sin(® / 2) cosRd0

(EL/ pR*) by, = 4 sin(@2) - 2 acos(e/2) + Z - 1)
[ocos(@/2) - (a/3) cos(3e/2)
- 2sin(0y2) + (2/9) sin (3a2) ]

L'examen des expressions précédentes montre la diffi-
culté A résoudre les équations posées. C'est pourquoi il
est nécessaire d'opter pour une résolution numérique par
la méthode des éléments finis.

Cependant, pour permettre une vérification de la for-
mulation des matrices de rigidité et surtout de leur codifi-
cation, et leur insertion dans le programme STAP, les
formules précédentes (dans le cas de la flexion seule-
ment) ont été programmées en Fortran pour les cas sui-
vants :

1°) Arc bi-encastré sous-tendant un angle de 90°
(f / L = 1/2) avec une charge ponctuelle a la clef.

2°) Arc bi-encastré sous-tendant un angle de
43°, 60281695 (f /L = 1/5) avec une charge
ponctuelle 2 la clef.

3°) Arc bi-encastré sous-tendant un angle de
22°. 6198649 (f /L = 1/10) avec une charge
ponctuelle 2 la clef.

La solution des équations (16) donne respectivement
pour les 3 cas ci-dessus :

f/L=12 :B=0,15146800 et Y= 0,4491380
f/L=1/5 :P=0071834568 et y= 11668559

f/L=1/10 : p=0037080316 et y=23411143

4 FORMULATION DE LA MATRICE RIGIDITE

Afin de résoudre numériquement les problémes traités
analytiquement dans le paragraphe précédent, la méthode
des éléments finis a été utilisée. Pour cela le programme
STAP (STatic Analysis Program) développé par Bathe &
Wilson [2] a été utilisé.

Toutefois, il y a lieu de l'adapter pour inclure le:
éléments finis d'arc dont la formulation est l'objet de c
qui suit.

Cette formulation se fera a partir du théoréme d

Castigliano en prenant en compte dans I'énergie de défor
mation successivement :
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« L'effet du moment de flexion (M) seulement.

« Leffet du moment de flexion (M) et de I'effort
normal (N).

« L'effet de (M), de (N) et de I'effort tranchant (T).
4.1 Matrice de rigidité : cas général

Un élément d'arc typique est montré sur la figure ci-
dessous :

M ™ ” m i
j @*T:‘j % k“;

e N\

Figure 4.1 : Degré de liberté d'un élément d'arc J

On désignera le vecteur [8] des déplacements du
noeud I par :

T
[Bl]= [Ui W, -‘Vi]

U désignant le déplacement longitudinal du noeud,
W désignant le déplacement radial du noeud,

y on désignera la rotation du noeud.

De méme, on désignera le vecteur des déplacements
du noeud J par :

[5_]] e [UJ‘ er . ‘I’j ]T

On peut écrire :

[S] . représentant la matrice de souplesse de I'élément.

Les cfforts internes M, N et T au niveau d'une section
de I'élément définie par l'angle 6 mesuré a partir du
noeud | s'écrivent en établissant I'équilibre :

N=Nic059-Tisin9
T=Nisin9+Tic056
M=Mi-NiR(|-COSG)-TiRSin9
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L'énergie de déformation exprimée en fonction des
efforts internes s'écrit :
9 * ;
m=]" o2/ 26n Ra9 + [! N/ 2EQ) Ra6 +
+ [" (17260 ) rao

€Q, Q' et I désignent les caractéristiques géométriques de
la section de I'élément, respectivement la section, la sec-
tion réduite et le moment d'inertie.

On simplifiera I'écriture des équations en utilisant les
relations suivantes :

I = ZOR? et GQ' = El / kZR?

k: etant le facteur definissant la section reduite Q' en
fonction de la section £2.

Soit :

r = (RA2ED [['Med0 + ZRe ['Nod6 + kzR:]'T2d0]

L'utilisation du théoréme de Castigliano en minimisant
I'énergie de déformation par rapport aux efforts M N, et
T, , conduit a retrouver la matrice de souplesse pour le
noeud | qui s'écrit :

[0\ | a+7b+Zkd  e+Zf-ZKf sing-¢ | RN
W, =(RY2El) e+Zf-Zkf d+Zd+Zkb cosé-1 . RT; |
v, sing-6  cosd-1 ) 2M;/

(4.2)
avec ©

a=30 - sind cos - 4 sind
b=¢ +sincosd

d=¢ -sindcosd

e= 1-2cos ¢ -sin>
f=-sin2¢

L'inversion des relations (4.2) conduit a écrire :
(F) = (K] 18}

La matrice [K|; | est une sous-matrice de la matrice de
rigidité qui lie les déplacements nodaux aux efforts aux
noeuds s'écrit :

‘/Fl \“\ '/f KuKy\ (& \)

‘\\FJ/) l‘\\Kn KL/ . \51:)

D]



Connaissant  les efforts au noeud 1. les efforts au
noeud J  se déterminent par les équations d'équilibre. Ce
qui conduit & :

i N -cos st ¢ 0 N;
T, = -sin -cos ¢ 0 | T
M; R(l-coso) Rsing -1 M |

soit formellement :

{F,} =1[T] {F}
[T] : etant la matrice de transformation.
ou {F =111 K] {8}
or {Fl=IK,] {3}
on aura alors :

IKHI =T IK"]

Sachant que la matrice de rigidité est symétrique, on
aura donc :

T
K, 1=K, ]

Pour établir la sous-matrice [Kj)] , il est nécessaire de
reprendre les relations précédentes en travaillant & partir du
noeud J.

En établissant la correspondance nécessaire. on retrou-
ve les mémes relations & l'exception des termes reliant
l'effort tranchant pour lesquels un changement de signe
s'impose.

L'inversion de la matrice de souplesse ainsi obtenue
conduit a la matrice de rigidité. On remarquera que les
expressions obtenues dans le cas général sont relativement
complexes. Aussi leur inversion analytique est pratique-
ment impossible.

Dans le cas général, ou l'on prend en compte l'effet
de M, N et T. qui sera désigné par solution de Timos-
henko, l'inversion est effectuée numériquement.

4.2 Matrice de rigidité : Solution de Bernoulli

Dans le cas de la prisc en compte dans I'énergie de
déformation de l'effet de M seulement [8] (solution dite
Bernoulli), la sous-matrice de souplesse se simplifie nota-
blement en remarquant que : Z=0

U5\ a e sing-¢ | RN;!

W, =(RED e d cos0-0 | . iRT. |
|

“ V. Ising- ¢ cosg-1 o " 2™

1
|

Les expressions de a , d et e ont éé données préce-
demment.

S0

L'inversion explicite de la matrice ci-dessus el
I'application de la procédure décrite dans le paragraphe 4.1
conduit a la matrice de rigidité [Ky;] dont les termes sont
donnés ci-aprés :

ky;=(cosd - 1 /¢ +sin2¢ /2 - 0/2
Kip=1-cos @ - sin2p /2 + (cosd - 1) (¢ - sin 9) / ¢

ky3= [(sing-0) (¢/2 - cososing/2) +
(cosd - sin’0 /2 - 1) (cosd -1)]R / &)

Ky =(¢ - sin 02/ +2sin ¢ - cos¢ sin¢ /2 -(3¢/2) 0

k3= [(30/2 -2 sin ¢+ cos sin ¢) (cosd - 1)
- (¢ -sin ¢) (cosp +sin20/2 - 1)](R / ¢)

k33 = [(cos ¢ sind/2 - ¢/2) (30 /2 -2 sing +
+ cos0 sind/2) + (cosd + sin¢/2 - I](_R?/¢)

Les facteurs de rigidité de k;; sont & multiplier par
EI/(R3D) avec:

D=(3¢/2 -2sind+ cosh sin §/2) (coso -1) -
- (cosd +sin’dp/2-1) (§ - sin §)

La matrice [K;;] est obtenue a partir de [Ky] en la
multipliant par la matrice de transformation [T] :

-cos O sin ¢ 0

-sin ¢ -cos & 0

R(1-cos &) Rsind -1
On sait également que : Kyl =Ky ]T

Par ailleurs, on peut montrer que :

“k -k k
/ 1l 12 13
K ]=|-k k. sk
1 12 22 23
-k k
13 23 33

I N; |y,
T; Wi
M; K Ky ¥
Ny (= Yy

| Tj | Ky Ky W |

M, | | .

-
-
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4.3 Matrice de rigidité : solution avec M et N

Dans ce cas on ne retiendra dans la matrice de souples-
se que les termes dis au moment de flexion et a I'etfort
normal [14] :

U, | aZb  e#Zf sing-0 RN,
| W, =(R¥2ED) e+Zf d+Zd cos¢-1 . RT;
\‘ o | sing-0  cosp- | [} M,

avece |

a =3¢ - sincosd - 4 sind
b= ¢ + sinfcosd
d =0 -sindcosd
e =2(1 - cosfp) — sinp
= - sin?$

L'inversion explicite de la matrice de souplesse conduit
a la sous matrice de rigidité IK"] dont les termes sont don-
nés ci-apres :
K= (1-cos9)/[2(] +Z)]+¢? /4 - deoso [ 4

k5 =cos¢ (cos ¢ - 1) /[2 (1 + Z)] + dcos*d / 4

kj3= 02 /4 - 0coso(! +cos0) /4 +cosd /4 -
-(1-cos 0 )*/[2(1+2)]

ky; = 02/4 - 0cosp /4 - cos?d / (1 +7Z)

Kyy =(0-cosd) (1-cos @)/ 4+ gcos’0 /4 +
+ cosd (cosh - 1)/ [2(1 + Z)]

ki; = ¢2/4 +cos20 /2 - dcosd (2+cosh) /4 -

- (1- cos¢?) / [2 (142)] + (1+Z)[¢2/ 4 - cos29 /4]

Les facteurs de rigidité sont & multiplier par :

El (R'D)  avec:
D= (l+Z)[q>2 - cos?d - (1- coso) (¢ - cosh) /2]. & /8

et 1=27ZQR’
On reprendra la procédure explicitée auparavant pour

déterminer les sous-matrices de rigidité [K ] et [K ] ou
i) 1
[K .
1
Dans cette premiére partie. on a vu le developpement

des solutions analytiques ainsi que la formulation des dif-
férentes matrices de rigidité d'un élément d'arc.
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La seconde partie de ce travail utilisera ces résultats
pour établir une procédure de construction d'abaque pour
les arcs @
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