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Résumé : L'objectif de cet article est de présenter un modéle qui utilise une nouvelle fonction de
gauchissement pour l'analyse en flexion des plaques sandwiches fonctionnellement graduées « FGM »
simplement appuyées sous des charges mécaniques et dans un environnement thermique. La nouvelle
fonction de cisaillement doit satisfaire la nullité des contraintes de cisaillement transverse aux surfaces
supérieures et inférieures de la plaque. Les propriétés matérielles de la plaque sandwiche FGM varient
selon une distribution de loi de puissance en termes de fraction volumique des différents constituants.
Les résultats numériques obtenus par notre analyse sont présentés et comparés avec ceux disponibles
dans la littérature (la théorie classique, la théorie de déformation de cisaillement du premier ordre et les
autres théories d'ordre supérieur). Les résultats sont en bon accord avec la solution de Reddy (la théorie
de déformation de cisaillement du troisiéme ordre -TSDT-).

Mots - clés : FGM, Plaques sandwiches, Fonction de gauchissement, Charges thermiques.

Abstract: The purpose of this paper is to present a model that uses a new warping function for bending
analysis of functionally graded "FGM" sandwich plates simply supported under mechanical loads and
in a thermal environment. The new shear function must satisfy the nullity of transverse shear stresses at
the upper and lower faces of the plate. The material properties of the FGM sandwich plate vary according
to a power law distribution in terms of the volume fractions of the different constituents. The numerical
results obtained by our analysis are presented and compared with those available in the literature
(classical theory, first order shear deformation theory, and other higher order theories). The results are
in good agreement with the Reddy solution (the third-order shear deformation theory -TSDT-).

Keywords: FGM, Sandwich plates, Warping function, Thermal loads.

1-Introduction

Les matériaux fonctionnels (FGMs) sont
actuellement a l'avant-garde de la recherche sur
les matériaux et bénéficient d'une attention
mondiale, Réf.[1]. Ces nouveaux matériaux
composites, connus en tant que matiere a
fonction graduée (FGM), sont largement utilisés
dans les applications d'ingénierie en raison de
leur résistance a gradient élevé de température
tout en maintenant I'intégrité structurale, Réf.[2].
Ils sont généralement fabriqués a partir d'un
mélange de céramique et de métaux pour
atteindre I'exigence importante des propriétés du
matériau. Les avantages considérables offerts
par les FGMs par rapport aux matériaux
conventionnels et la nécessité de surmonter les
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défis techniques liés aux environnements a haute
température ont conduit & une utilisation accrue
des structures sandwiches et a incorporer dans
leur construction les FGMs comme feuilles de
facade, Réf.[1, 3]. Les matériaux composites
sandwiches sont couramment utilisés dans les
avions ainsi que dans de nombreuses sortes
d'ouvrages de génie civil en raison de leurs
excellents rapports de haute résistance/poids et
rigidité/poids. Une construction avancée typique
de deux plaques sandwiches constituées de ((a) :
Céramique-FGM-Métal, (b) : FGM-Céramique-
FGM), sont considérées dans le présent article.
Les modeéles classiques, voir par exemple Allen,
Réf.[4] et Plantema, Réf.[5], ont supposé que les
plaques frontales ont seulement une rigidité a la
flexion, tandis que le noyau n'a qu'une rigidité au
cisaillement. La plupart des modeles classiques
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ignoraient les effets de I'dme transversalement
flexible, tels que les changements de hauteur de
la plaque sandwiche, la non-linéarité du plan de
coupe aprés déformation et les différentes
conditions aux limites des feuilles de face
supérieure et inférieure. Les propriétés
matérielles varient de facon progressive et
continue a travers I'épaisseur selon une
distribution en loi de puissance de la fraction
volumique des constituants.

Diverses théories de déformation de cisaillement
ont été développées. On peut citer a titre
d’exemple, celles d’Ambartsumain, Réf.[6] ,
Kaczkowski , Panc and Reissner, Réf. [7], Levy,
Stein, Touratier, Réf. [8], Mantari, & al., Réf.
[9], Mantariat & al., Réf. [10], Karama & al.,Réf.
[11], Aydogdu, Réf. [12], Mantari & al., Réf.
[13], ElI Meiche & al.,Réf. [14], Soldatos, Réf.
[15], Akavci and Tanrikulu, Réf. [16].

Reddy, Réf. [17, 18] a présenté la formulation
théorique et modéles éléments finis a base de
théorie de déformation de cisaillement du
troisieme ordre pour l'analyse statique et
dynamique des plaques FGMs. 1l a obtenu des
solutions de Navier pour une plaque carrée
simplement appuyée sous charge sinusoidale
distribuée, y compris l'effet de la déformation de
cisaillement. Récemment, des modeles HSDT a
cing inconnues ont été développés pour des
plagues sandwiches FGM a savoir : Zenkour,
Réf. [19, 20, 21] a présenté une théorie de
déformation de cisaillement généralisée pour
l'analyse de flexion des plagques FGM ou les
propriétés matérielles de la plague obéissent a
une distribution en loi de puissance a travers
I'épaisseur en termes de fraction de volume des
constituants.

Dans ce travail, nous allons utiliser une nouvelle
théorie hyperboliqgue de déformation de
cisaillement pour analyser les plaques FGM sous
I’effet des charges mécaniques et dans un
environnement thermique. Cette fonction est
utilisée dans le champ de déplacement pour tenir
compte de la déformation de cisaillement. Des
exemples numériques sont présentés pour
examiner la précision et I'efficacité de la présente
théorie en comparant les résultats obtenus avec
ceux calculés a l'aide de diverses autres théories.
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2-Formulations théoriques

Considérons deux plagues sandwiches, chacune
est composée de trois couches. Pour la premiére,
les couches sont de haut en bas: Céramique-
FGM-Métal et pour la deuxiéme: FGM-
Céramique-FGM (Fig. 1).

(a)

‘7 “CERAMIQUE —

_CERAMIQUE _

|

== METAL — ~—

ho=-hi2 _ _ METAL _ _
- (&)

hiy=hi2 —_ — METAL — —

Iy ~CERAMIQUE —

CERAMIQUE
Iy — —CERAMIQUE —

= /2 —__ MEIM -

Figure 1: composition des plaques sandwich
FGM :
(a)Céramique-FGM-Métal, (b) FGM-
Céramique-FGM.

Figure 1: composition of FGM sandwich
plates:
(a) Ceramic-FGM-Metal, (b) FGM-Ceramic-
FGM.

Les plagues sont soumises a une charge
sinusoidalement distribuée q(x,y) et un champ de
température T(x,y,z). Les propriétés matérielles
P de la plague sandwiche en FGM sont telles que
le module d'Young E, le coefficient de Poisson
v, et le coefficient de dilatation thermique o
sont données par :

k
P(2) =Py +(Pc =Py ) 242 (1)
2 h

Ou: P. et P, sont les propriétés
correspondantes de la céramique et du métal,
respectivement, et k I'exposant (I’indice) de la
fraction volumique. La fraction volumique V®
varie a travers I'épaisseur de la plaque sandwiche
suivant une simple loi de puissance et elle est
donnée pour la plaque (a) comme suit :

V(l) = 0, YA [ho, h’l]’
k
@ — (ZZha 2-a
ve = (Z2).  zelhhl (2-a)
V(3) = 1, ZE [hz, h3]
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Et pour la plaque (b) :

LNk
v = (ﬂ) .z € [hy, 1], (2-b)

hi—ho

V@ =1, z €[hy, h,],

z—hy\*
V(3) = (h h3) » Z € [hz,h3]
2 — I3

Le champ de déplacement d’un point matériel
situé aux coordonnées (X, y, z) dans la plaque
s’écrit comme suit :

U (% y,2)=u(x y)—z%+ 0(2)7° (x.Y).

V(% y,2) =V(X, ) - 2 %W 9@y, (3)
W(X,Y,z)=wW(X,Y).

Ou U, V, W sont les déplacements dans les
directions X, Yy, z respectivement ; u, v et w sont

les déplacements du plan médian; »2 et 7?,2
sont les rotations des plans xz et yz dues a la
flexion, respectivement ; g(z) est la fonction de

gauchissement qui représente la fonction de
forme déterminant la distribution des contraintes
et des déformations transversales suivant
’épaisseur.

Le champ de déplacement de la théorie classique
des plaques (CPT) est obtenu en posant g(z) =0.

La théorie du premier ordre (FSDT) est obtenue
en posantg(z)=z.

En plus, la théorie des déformations du troisieme
ordre (TSDT) de Reddy, Réf.[17,18] est obtenue
par:

2

9(z)= z[l—ij (4)

3n2

La théorie de déformation de cisaillement
sinusoidal (SSDT) de Touratier, Réf.[22] est
déduite par:

g(z):Esin[%j (5)

T

En plus, la théorie de déformation de
cisaillement exponentielle (ESDPT) de Karama
M. et Mitsou S., Réf.[11] est obtenue en posant

o(2)= Zefz[ﬁjz (6)
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La présente théorie de déformation de
cisaillement sinusoidal de Mechab et al., [23] est
obtenue par :

)= z cos@j hsin UJ -

—1+cosE -1+co 1
2 2

Les composantes de déformation sont liées aux
déplacements proposeés :

gxx g??x kxx nx.x
{Syy}= vy ¢t +2z{kyy +g(Z){nyy} (8)

o)y, Ky My
[ =se{l) ©
Ou () indigue la dérivée par rapport a z, avec :
E3x = Z_Z’ gy = g—;, Vyr = Pyr Viz = Ox
, _Ov ou 0w
Yxy —a"'@’ kyx = BT
kyy = _{?;Tvzv' xy = _2:;_6“;,' Nxx = %,

0y _ 00y | 09y
Myy = oy My = 5 + oy

Les relations de contrainte-déformation pour la
nieme couche peuvent étre exprimées par :

E E
N R 1:2 0] (e, — a®T
Oyyt = |_vE E_ o]y —a®™T (10)
Txy 1-v2  1-v2 Yxv
0 0 G
Tyy m _ ) Yyz m
{sz} =G {yxz} (11)

Ou EM(z) et v(z) sont le module de Young et
coefficient de Poisson. Le module de
cisaillement G(™(z) prend la forme :

M) _ E™ (12)
20+ v

2.1- Equations d’équilibre
Les équations d’équilibre sont obtenues a partir
du principe des déplacements virtuels :

ON,, N ONy,,
0x dy

= 0;
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ONyy, N dNy,
dx dy

%My 0% My, | 0%M,y,, e
0x2 +2 0xdy oy? +q=0; (13)
0Sxx | 9Sxy _
dx dy
0Sxy N 0Sy,y 0., =0
ox dy vz

0;

Qxz =0;

2.2- La solution exacte pour les plaques
sandwiches FGM

Pour résoudre ce probleme, Navier a présenté les
charges transversales mécaniques et thermiques
g et Ti et qui sont données comme suit :

q qo
Ty Ty | . .
T, (= L—,} sin(4Ax) sin(uy) (14)
) \7,)
T(x:y'Z) = Tl(x':V) + %Tz(x'}’) +
g (15)
T T3 (x, J/)

Avec:A=rxla, u=nrlb, qyetTsont
constants.

u (U cos(Ax) sin(uy)
v V sin(Ax) cos(uy)
W= { W sin(Ax) sin(uy) }
| @x | X cos(Ax) sin(uy)
k‘py) \y sin(Ax) cos(uy)

(16)

Ou:u, v, w, X et Y sont des paramétres
arbitraires a déterminer sous condition que la
solution de I'équation (Eq.16) satisfasse les
équations d’équilibre (EQ.13).

On obtient I'équation opérateur
suivante : [C[{A} = {F},avec: {A}={U, V, W,
X, Y}, et [C] est la matrice symétrique. Les
composants du vecteur de force généralisé {F} =
{F,,F,,F;,F, Fs}'sont donnés par :

F, = A(A"T, + BTT, +% B™T;),
F, = u(A"T, + B'T, +* BTy),
F3 = —qo — h(#* + u®)[(B"T; + D'T, +* D"T3)],
F, = Ah(°BTT, + *DTT, + “FTTy),
Fs = uh((*BTT, + °DT, + °FTT, (17)
avec:

S )

{AT,BT,DT} = Z f o a™{1,z 7%}dz,
=1 hn—l -V

{aBT aDT aFTf_:

Y-t f:n i a™g(2){1,7 8(2)}dz, (18)

n-11-v(®

dans laquelle:z =z/h et g = g(z)/h.
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3- Hlustrations

Les propriétés matérielles utilisées sont :

= Meétal(Titanium,Ti-6Al-4V): E,, =66.2GPa ;
v=1/3;ay =10.3x[107%/c?).

= Céramique(Zirconia, ZrO2): E. =117.0GPa
v =1/3; ¢ =T7.11x[10°/C?).

Plusieurs configurations des plaques sandwiches
sont représentées :

» Laplague (1-1-1), hi=-h/6 et ho= h/6.
» Laplague (2-1-2), hi=-h/10 et h, =h/10.
= Laplaque (3-1-3), hi= -h/14 et h, =h/14.

Différentes grandeurs sont utilisées pour le
chargement thermomécanique comme :

déflexion : Wr =

103 w (a b) .
qo0a*/(Eqh3) +103ayT,a2%/h 2'2)

contrainte axiale :

6= 10 o (a b h)_
XX qoa?/h? +10EqaoT,a2/h? **¥\2’2’ 2/

contrainte de cisaillement :

a 1
T =
XZ q0a/h +EqayT,a/(10h)

b
TxZ(O'E'O)'

Les valeurs de référence sont Eo= 1GPaet  ap
=10"%/K. Le facteur de correction de
cisaillement de FSDPT est fixé K = 5/6. Les
résultats de la déflexion, les contraintes de
cisaillement transverse et les contraintes
normales pour les différentes configurations des
plaques sandwiches en FGM soumises a une
combinaison linéaire et non-linéaire de champ
de température sont exposés dans les figures qui
suivent.

Les figures 2a et 2b ci-dessous montrent la
variation de la déflexion Wi en fonction de
I’¢élancement (a/h) pour une plaque sandwich (1-
1-1) soumise a un chargement uniquement
mécanique (qo, = 100,T = 0) et ce pour les
deux types A et B avec k = 2. On remarque
nettement que les résultats de la présente théorie
sont identiques & ceux obtenus par les autres
théories et ce pour les deux types de plaques A
(1-1-1) et B (1-1-1). Les déflexions des plaques
sandwiches en FGM diminuent & mesure que le
rapport  d’élancement  (a/h)  augmente.
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Néanmaoins, pour des rapports a/h =10, la
déflexion pour la plague type A est moins
importante par rapport a celle de type B.

0,8 (CY
"
—a— Reddy (TSDT)
0,7 T —e— Touratier (SSDT)
\“\ Présente
0,6 +—+ H
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Figure 2: La déflexion W; en fonction du
rapport d’élancement (a/h) pour une plaque
carrée sandwiche type : (a) A(1-1-1) et (b) B(1-
1-1) avec k = 2, sous I’effet des charges
mécaniques (qp, = 100, T = 0).

Figure 2: The deflection W as a function of the
aspect ratio (a/h) for a square sandwich plate
type: (@) A (1-1-1) and (b) B (1-1-1) with k = 2,
under the effect of the mechanical loads (q, =
100,T = 0).

Les figures 3a et 3b ci-aprés illustrent la
distribution a travers I’épaisseur de la contrainte
de cisaillement transversal 7,, des plaques
sandwiches FGM carrées de type A (1-1-1) et
B(1-1-1) pour k =0 et a =10h. Les plaques sont
soumises a un chargement mécanique et
thermique (g, = 100,T; =0, T, = T3 = 100).
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Figure 3: contrainte de cisaillement non
dimensionnelle (ty,) a travers 1’épaisseur d’une
plague sandwiche carrée en FGM avec q, =
100,T, =0, T, = T; = 100) eta/h = 10,k =0
(a) plaque sandwich type A(1-1-1) et (b) plaque
sandwich type B(1-1-1).

Figure 3: The non-dimensional shear stress
(T, ) through the thickness of a square
sandwich plate FGM with ¢, = 100,T; = 0,T, =
T, = 100) and a /h = 10, k = 0: (a) sandwich
plate type A (1-1-1) and (b) sandwich plate type
B (1-1-1).

On remarque aussi que les résultats de la
présente théorie sont semblables a ceux obtenus
par la théorie (TSDT) et ce pour les deux types
de plaques A(1-1-1) et B(1-1-1). Les valeurs
maximales se produisent & un point situé sur le
plan médian de chaque plaque et son amplitude
est plus grande pour la plaque type A. Les
valeurs obtenues montrent la grande influence
jouée par les charges thermiques et les charges
mécaniques sur 1’analyse des contraintes de
cisaillement transversal.
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Pour les figures 4a et 4b, il s’agit de la variation
de la déflexion Ws en fonction de 1’élancement
(a/h) pour les plaques sandwich A(1-1-1) et B(1-
1-1) soumises & un chargement mécanique et
thermique (go = 100,T = 100).

1,25 U
— (@) ce .
N eramique
1,20 4— — k=2 H
k=4
—
1,15 \‘§ Métal 4
1,10 SR
w, ~
1.05 NN
) N
1,00 NN
X >
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0,95 O W —— i
N IS I — |
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2,0 I I
(b)
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1,8 \\ k=2
k=4
1.7 ~ — Métal
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—
13 — S
12 S~
1,1 I~
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Type B;(1-1-1);b=2a;q,=100;T=100; o
0.9 T T — T
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Figure 4: la déflexion Wf en fonction du
rapport d’élancement (a/h) pour une plaque
sandwich type (a) A(1-1-1) et (b) B(1-1-1)

pour : céramique, k=2, k=4, métal avec : b=2a
sous ’effet des charges thermiques et
mécaniques (qo = 100, T = 100).

Figure 4: The deflection Wf as a function of the
aspect ratio (a/h) for a sandwich plate type (a)
A (1-1-1) and (b) B (1-1-1) for : ceramic, k = 2,
k = 4, metal with: b = 2a under the effect of
thermal and mechanical loads (g, = 100,

T = 100).

Les déflexions des plaques sandwiches en FGM
diminuent & mesure que le rapport d’élancement
(a/h) augmente. Autrement dit, la déflexion de la
plaque céramique se trouve a la plus grande
amplitude et celle de la plaque métallique se
trouve a la plus petite amplitude et ce pour le
type A. Par contre, pour le type B, la déflexion
de la plaque métallique se trouve a la plus grande
amplitude et celle de la plaque céramique se
trouve a la plus petite amplitude. Pour de grands
rapports a/h, les déflexions de la plaque type A
convergent vers les mémes valeurs, tandis que
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celles de la plaque type B sont toujours
divergentes.
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Figure 5: contrainte de cisaillement non
dimensionnelle (z,) a travers 1’épaisseur pour
une plague sandwich type (a) A(2-1-2) et (b)
B(2-1-2) avec : b=2a, a/h=10 et k=2 sous
I’effet des charges thermiques et
mécaniques(qy = 100, T, =T, = T3 = 100).

Figure 5: Non-dimensional shear stress (t,.,)
across the thickness for a sandwich plate type
(@) A (2-1-2) and (b) B (2-1-2) with: b=2a, a/
h = 10 and k = 2 under the effect of thermal
and mechanical loads (g, = 100,T; =T, =
Ty = 100).

Dans les figures 5a et 5b, nous montrons la
distribution a travers I’épaisseur de la contrainte
de cisaillement transversal 7,, des plaques
sandwiches FGM carrées de type A(2-1-2) et
B(2-1-2) pour k =2 et a=10h. Les plaques sont
soumises a un chargement mécanique et
thermique (qo = 100, Ty = T, = T3 = 100). On
notera que la valeur maximale se produit a un
point situé sur le plan médian de la plaque B.
Alors que pour la plaque A, cette méme valeur
se trouve a un rapport z/h=-0,20 (plaque
métallique).
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Figure 6 : contrainte normale non
dimensionnelle (a,,) a travers 1’épaisseur pour
une plaque sandwiche carrée type (a) A(3-1-3)

et (b) B(3-1-3) avec : a/h=10 et k =2 sous
I’effet des charges thermiques et
mécaniques(qo = 100,T; = 0,T, = T3 = 100).

Figure 6: The normal non-dimensional stress
(o) across the thickness for a square sandwich
plate type (a) A (3-1-3) and (b) B (3-1-3) with:
a/h = 10 and k = 2 under the effect of thermal
and mechanical loads (g, = 100,T; = 0,T, =
T; = 100).

Les derniéres figures 6a et 6b illustrent la
distribution a travers I’épaisseur de la contrainte
axiale &,, des plagues sandwiches FGM de
type A(3-1-3) et B(3-1-3) pour k =2, b=2a et
a=10h. Le chargement mécanique et thermique
des plaques correspond a (g, = 100,T; =
0, T, = T3 = 100). La distribution des
contraintes est asymeétrique par rapport au plan
médian et les valeurs maximales se trouvent au
voisinage du milieu de la plaque céramique
(z/h=0,35) ainsi qu’a la surfaces externe de la
plaque métallique. Par contre, cette méme
distribution est symétrique pour la plaque type B
ou les contraintes sont nulles sur le plan médian
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et les valeurs maximales se trouvent aux surfaces
externes (plaques métalliques).

4- Conclusion

Dans le cadre de ce travail, un modéle a été
proposé pour I'analyse des plagues homogénes et
des plaques sandwiches en FGM sous 1’effet de
chargements mécaniques et thermiques. A cet
effet, deux plagues ont été considérées :
Céramique-FGM-Métal et FGM-Céramique-
FGM. Plusieurs exemples ont été illustrés pour
montrer les effets de changement des parameétres
du matériau sur la déflexion et la distribution des
contraintes et ce sous différentes conditions
thermiques. Les résultats obtenus indiquent que
les contraintes thermomécaniques peuvent étre
relaxées pour des paramétres du matériau donné.
Ce modeéle offre des solutions précises et fiables
par comparaison avec les autres théories de
déformation de cisaillement.

Dans son application technologique, cette
caractéristique présente beaucoup d'avantages et
permet de choisir des paramétres appropriés du
matériau pour fabriquer les plaques en matériaux
a gradient de propriétés, tout en respectant
I'intégrité structurale dans le cas d’un champ de
température élevé.
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